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Resumen.- En lo que sigue se analiza el comportamiento oscilatorio del sistema de 
alimentación de una central hidroeléctrica, protegido del golpe de ariete por una 
chimenea de equilibrio, cuando la potencia suministrada a la red es pequeña frente 
a la máxima teórica y oscila con frecuencias cercanas a la de resonancia de la chi-
menea . 
1. INTRODUCCIÓN 
El comportamiento estacionario y no estacio 
nario del sistema al que concierne este artícu-
lo, ha sido ampliamente descrito en /l/, 171 y 
/3/, fundamentalmente en el supuesto de que la 
potencia suministrada a la red sea constante. 
En dicho caso, el problema se reduce al estudio 
de un sistema autónomo de dos ecuaciones dife-
renciales ordinarias: 





-< -« % 
donde (, ; y t son, respectivamente, la veloci-
dad adimensional del fluido en el túnel de ali-
mentación, la variación del nivel de la chimenea 
relativa a la altura total del embalse sobre la 
turbina y el tiempo adimensional. El sistema de-
pende además de los parámetros adimensionales e, 
u y u, que son estrictamente positivos y respec-
tivamente, una relación entre las áreas del tú-
nel y la chimenea, la potencia suministrada a la 
red adimensionalizada y un coeficiente de pérdi-
das en la base de la chimenea. 
Las soluciones estacionarias de (1) sólo de-
penden de u y vienen dadas por: 
£ ( l - O »*» o o 
v< 
(2) 
Para todo valor de u por debajo del máximo umgx= 
=2/3/3 existen dos soluciones estacionarias, 
siendo inestable la correspondiente al valor £o 
más alto. La correspondiente al valor inferior 
de Zo e s estable o inestable dependiendo de que 
e sea, respectivamente, menor o mayor que el li-
mite de Thoma, 2(1-£|). Esta última condición se 
traduce en que el área de la chimenea debe de 
ser mayor que un determinado valor, que depende 
de u, para que exista alguna solución estaciona-
ria estable. 
Cuando la solución estable, que existe para 
valores pequeños de e, pierde estabilidad al cre_ 
cer e, aparece una bifurcación a soluciones pe-
riódicas, en forma de ciclo límite que rodea a 
la solución estacionaria en el plano de las fa-
ses (£,?) de (1). Dichas soluciones periódicas 
son estables cuando la solución estacionaria que 
rodean es inestable, y su amplitud y período de-
penden de los parámetros e, u y p. 
2. POTENCIA DE SALIDA VARIABLE 
El sistema de ecuaciones (1) describe tam-
bién la respuesta de la chimenea cuando la poten 
cia extraída, u, es variable con el tiempo. Ana-
lizaremos aquí los efectos de estas variaciones 
de u en la respuesta de la chimenea cuando u << 1. 
Este caso es importante en la práctica ya que, 
con objeto de disminuir las pérdidas por fric-
ción, se opera con valores de u mucho menores 
que su valor máximo 2/3v^ 3~. 
La condición 10 << 1 simplifica en gran medida 
los cálculos, sin que el comportamiento del sis-
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tema pierda la riqueza descrita en el apartado 
anterior. 
Por otra parte, supondremos que las oscila-
ciones de la potencia en torno a un valor medio, 
u0, son pequeñas, con una frecuencia de oscila-
ci6n muy cercana al valor /e" de resonancia en 
primera aproximación para u0 << 1. Escribiremos, 
por tanto, 
u =u (1+6 u. eos v T) 
o 1 
v - fe + 6v 
(3) 
(«O 
donde 6 =? « 1 y £ es tal que u =E (1-E )«1. 
Las soluciones estacionarias del sistema 
(7) se corresponden con las soluciones oscilat£ 
rias en la escala corta del sistema (5), cuya 
amplitud sera C0 = fü~y0/Svr= /w'(a2+B2)/y' y 
cuya frecuencia es la oscilación de la potencia, 




 x o 2 
Y = a + 8 
'o o *o 
(8) 
Combinándolas adecuadamente resulta: 
Haciendo en (1) el cambio de variable C=£-£0 
\r t a n í a n H f t »n r n o n t a (3^ • C=C+5o, y e iendo e  cue  ( ):
£=-26?-T2+Tty£ 
df. r , 2 - 6< 
dC 
dT 1 








donde hemos supuesto que la velocidad, £, se ma£ 
tiene positiva, lo que es cierto para un rango 
amplio de valores de los parámetros. 
Desarrollando asintóticamente las soluciones 
en potencias de 6 , £ = 6yi +6^72-+ ..., £ = &zi + 
+ 62Z2 + ..., y utilizando las escalas de tiempo 
x =T(1+6V//E + . . . ) , S = T 6 , se obtiene, en prime-
ra aproximación: 
y = A(s) sen /e x + B(s) eos /ex 
z 1 = /e (-B(s) sen /é~x + A(s) eos / ex ) 
(6) 
que representa una frecuencia oscilatoria de fre 
quencia /e en la escala corta, con amplitud y fa 
se variable en la escala larga. "* 
[(e-Y )2+u2)Y„=l, (9) 
ecuación que dá la amplitud de las soluciones os_ 
cilatorias de (5) en función de e y u. Calcula-
do un Y 0 >0 en (9) se obtienen fácilmente a0 y 
B0 de (8). 
Para representar las soluciones de (9) en 
función de los parámetros dibujaremos Y 0 e n ^ un 
ción de u para cada e fijo. En la figura 1 estln 
esquematizadas las curvas Yo =Yo^u^ e n l°s ^r65 
casos distintos que se pueden presentar (curvas 
(a), (c) y (e)), así como las dos casos límites 
(curvas (b) y (d)); obsérvese que las figuras 
son simétricas con respecto a u =0. 
u u =u 
(a) (b) 
Al imponer que en segunda aproximación no 
aparezcan términos seculares se deducen las ecua 
ciones que determinan la variación de A y B con 
la escala larga, s: 
dA 
ds (—--u'c)A+vB tu' 
g»-vA*(£3i-",C)B ds 
donde C=/A2+B2, v' =Hye2/3Tt y «' = Veta 17. 
El estudio del sistema anterior se puede sim 
plificar redefiniendo las variables y los paráme_ 
tros del modo siguiente: o = /y"*" A//ú' , 8= ni' B/ 
//ü7, Y =/7i"C/>Vr, e= (e-2)/2/y7üT, u = v/ZiFü7', 




(e-Y)a + uB +1 
(7) 




Se observa en dichas figuras que cuando 
e > ej = 4/^27 = 1.755... hay valores de u para 
los que existen tres soluciones de (9), que co-
rresponden a tres soluciones oscilatorias de 
(5) con la frecuencia de oscilación de la poten 
cia (en primera aproximación es la frecuencia 
de resonancia, /e, con potencia constante). Pa-
ra establecer la zona de multiplicidad en el 
plano de los parámetros (e,u), se ha dibujado 
en la figura 2 (simétrica con respecto a u=0) 
la curva que representa U]_ y U2 (valores en los 
que du/dY0 =0) en función de e y que está para-
metrizada con Y0 del siguiente modo: 
minante de la matriz M de coeficientes es nega-
tivo, o lo que es lo mismo, dichas soluciones 
son inestables, presentando una inestabilidad 
de tipo puerto. El resto de las soluciones que 
aparecen, tanto en la zona de multiplicidad co-
mo fuera de ella, son focos o nodos que serán 
estables^ o inestables, dependiendo de que la 
traza sea negativa o positiva, respectivamente. 











u^ y U2 son las ramas que corresponden a valo-
res de y0 que son, respectivamente, menores y 





La zona de multiplicidad, en la que coexis-
ten tres soluciones estacionarias de (7), está 
delimitada por las curvas u^(e), U2(e) y el eje 
Oe. Fuera de esa zona hay una única solución e¿ 
tacionaria de (7). 
3. ESTABILIDAD DE LAS SOLUCIONES 
La estabilidad de las soluciones estaciona-
rias de (7) se analiza linealizando (7) alrede-
dor de las soluciones (a0,Bo) de (8), obtenién-
dose un sistema lineal de coeficientes constan-
tes, cuya matriz M tiene los siguientes valores 
para la traza y el determinante 
tr M = 2e - 3Y 
2 2 det M = (e-Y ) - Y (e-Y ) + u . 
o o o 
(11) 
(12) 
La curva U3 =U3(e) dibujada en la figura 2 
delimita las zonas de estabilidad (a la izquier 
da de la curva) y de inestabilidad (a la dere-
cha) de la solución estacionaria inferior, cuan_ 
do estamos en el dominio de multiplicidad (zona 
sombreada), y de la solución estacionaria única, 
cuando estamos fuera de ella. Dicha curva es 
tangente en e =e2 =3/8 =1.784... a la rama uj 
del límite de la zona de multiplicidad; si bien, 
sólo tiene sentido como línea de cambio de esta_ 
bilidad para e <e2, pues para e >e2 (dibujada a 
trazos) representa un cambio del signo de la 
traza de M cuando el determinante de esta matriz 
es negativo, siendo inestable la solución corres_ 
pondiente, de tipo puerto; por ello el cambio 
de signo de M no significa, entonces, un cambio 
de estabilidad en la solución. 
A la vista de la figura 2 se observa que pa_ 
ra e<0, la solución estacionaria, única, es es_ 
table. Para e¿e2, en la zona de multiplicidad, 
la solución correspondiente a la rama superior 
de las curvas (c), (d) y (e) de la figura 1 es 
estable y las otras dos son inestables; fuera 
de la zona de multiplicidad la única solución es_ 
tacionaria es inestable. Cuando 0 <e <e2 se pre-
sentan cinco casos distintos que están esquema-
tizados en la figura 3. 
Como resumen podemos observar que para e < 0 
(e <2) la única solución C0 =0 (estable), del ca 
so de potencia constante («' =0, v =0), se con-
vierte en una solución oscilatoria con amplitud 
C0 ¿0, así mismo estable, para u1 ^0. Para e >0 
(e >2) aparecen dos soluciones con potencia cons_ 
tante: la estacionaria C0 =0 convertida en ines-
table y la oscilatoria de amplitud C0 =(£-2)/2p' 
(Y0 =e), que es estable 171\ cuando u' ¿0 pueden 
existir una o tres soluciones oscilatorias, de-
pendiendo de los valores de e y u (figura 2). En 
particular, para u>max (u2,U3) sólo existe una 
solución oscilatoria con C0 =const. que resulta 
ser inestable. Como veremos en el apartado si-
guiente, la solución oscilatoria estable para po 
tencia constante, Yo=e, es sustituida cuando 
UJ' t 0 y u > U2 por una solución doblemente oscila 
toria y estable que aparece al desaparecer la so 
lución oscilatoria estable que corresponde a la-
rama superior de las curvas (c), (d) y (e) de la 
figura 1. 
Lo primero que se observa es que det M < 0 
sí y sólo sí u(du/dY0) >0, es decir, que para 
las soluciones que en las curvas (c), (d) y (e) 
de la figura 1 están marcadas a trazos (solucÍ£ 
nes intermedias de las tres que aparecen en la 
zona de multiplicidad de la figura 2) el deter-
4. SOLUCIONES CON DOS FRECUENCIAS DE OSCILACIÓN 
En los puntos de cambio de estabilidad de 
las soluciones estacionarias de (5), correspon-
dientes a u=u3, existe una bifurcación de Hopf 
/4/, /5/, que estudiada por técnicas de escalas 
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0 Y 
0 < e <• e 




U3 U ul = u2 U3 
(a) 














 = .J_(v+^), 
(14) 
(15) 
Para valores grandes de e2, en una primera 
etapa, con o^^l, V evoluciona sin cambio apre-
ciable de 4 hacia un valor muy próximo a 1. En 
la segunda etapa, o/e2 = o 2 ~ l , r mantiene valo-
res próximos a 1, tales que r-l^l/e2; en tanto 
que i¡> evoluciona, de acuerdo con la ecuación 
_dj_ _ 
da, " - V - C O S <j> 
(16) 
hacia el valor i¡>0 = -are cos(-v), solución esta-
cionaria estable de (16). Esta solución existe 
sólo si |v| <1; en otro caso • crecería o decre_ 




múltiples /6/, /7/, resulta ser supercrítica 
(las soluciones periódicas bifurcadas son esta-
bles y rodean la solución inestable) para va 
res de e mayores que 0 y menores que e2=1.784... 
Esto significa que para 0 < e < e 2 la solución os-
cilatoria estable de (5) que corresponde a valo-
res de |u| <U3, es sustituida por una solución 
doblemente oscilatoria estable que bifurca de la 
anterior y tiene una frecuencia de oscilación en 
la escala corta (x) igual a la de oscilación de 
la potencia, y una frecuencia de oscilación 
(v2_y'2cg/2)l/2 e n ia escala larga (s). Se obser 
va que para valores grandes de v (C0<<1) coexis-
ten en la solución las frecuencias de resonancia 
y la frecuencia de oscilación de la potencia 
(v =/É + iv). 
Para valores de e > e^ aparece otro tipo de 
solución con doble período de oscilación que es 
estable y sustituye a la solución estable que 
corresponde a la rama superior de las curvas 
(c), (d) y (e) de la figura 1, 
Para comprender cómo se generan estas solu-
ciones estudiaremos el sistema (7) para el caso 
distinguido e » 1 con u-e =v de orden unidad. Pa_ 
ra ello hacemos el cambio Y = »'az+B:¿ ssr, <j> = 
=arctg(-a/B) y ai =eo, resultando el problema 
de dos escalas: 
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